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Tema 2. Areas y voliimenes
de los sadlidos

Indagacion

Recordemos que volumen es la medida del es-
pacio ocupado por un cuerpo. El volumen de los
cuerpos es el resultado de sus tres dimensiones:
ancho, alto y profundidad.

En escultura y pintura, la manera de tratar la tri-
dimensionalidad (tres dimensiones: largo, ancho y
alto) de las masas.

En escultura, se le llama volumen a una estruc-
tura formal tridimensional, asi como también volu-
men a las partes componentes del todo escultéri-
co, cuando éstas tiene el cardcter de masas.

En arquitectura, se le llama volumen al con-
junto exterior de un edificio, que encierra el es-
pacio interior.

Escribe en tu cuaderno a cerca del volumen, por
ejemplo, cudles objetos de tu casa tienen volumen.
Compara tu trabajo con dos o tres comparieros.

Tema 2 // Areas y voliimenes de los sélidos

Conceptualizacién

Es un poliedro limitado por dos poligonos con-
gruentes y paralelos [lamados bases y varios para-
lelogramos llamados caras laterales.

Los prismas se clasifican segun el poligono que
corresponde a sus bases. Asi, los prismas pueden ser
triangulares, pentagonales, hexagonales, entre otros.

En cualquier prisma se puede calcular el drea
lateral, el drea total y el volumen.

1
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Area Lateral (A.)

Es la suma de las dreas de las caras laterales
y corresponde al producto de la altura del prisma
por el perimetro de una de las bases.

A =hP,
Area total (A7)

Es la suma del area de las dos bases y el area
lateral del prisma.
A=A +2A,

Volumen

Es el producto del drea de la base por la altura
del prisma.
V=Agh
105
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Analicemos la situacion siguiente:

Una caja prismatica de base triangular tiene las
dimensiones como muestra la figura.

Queremos conocer su: area lateral, area total
y volumen.

6 cm
5cm

3cm

4 cm

Para calcular el area lateral del prisma se calcula
el perimetro de la base y se multiplica por la altura.

P=3cm+4cm+5cm=12cm

A =h-P,

A, =6cm-12cm=72cm’

Para calcular el 4rea total del prisma, se calcula
el drea de la base.

Luego, se suma el area lateral con el doble del
area de la base.

_ 3cm:- 4cm= 6em’

AB
A, =A, +24,

A, =T72cm® +2-6¢cm’ = 84cm’

Y para calcular el volumen del prisma, se mul-
tiplica el drea de la base por la altura:

V=A,<h

V =6cm*. 6¢cm =36em’

106

Piramide:

\ Altura

Apotema
de la piramide

Apotema
de la base

La pirdmide es un poliedro en el cual una
de sus caras, llamada base, es un poligono y
lasotras caras, llamadas caras laterales, siem-
pre son triangulos que concurren en un vér-
tice comun.

Las piramides se clasifican segin el poligono que
corresponde a su base, en pirdamide triangular,
hexagonal, pentagonal, entre otras. Ademas, una
piramide puede ser recta u oblicua.

Una piramide es recta si todas sus caras latera-
les son triangulos isésceles y es oblicua si alguna
de sus caras laterales es un triangulo escaleno.

En cualquier piramide se puede calcular el drea
lateral, el area total y el volumen.

Area Lateral (A,): es la suma de las areas de las
caras laterales. Asi, si “n” es el niimero de lados de
la base y “A” es el area de una de las caras latera-
les, se tiene que:

A, =nAd

Area total (A;): es la suma del rea de la base y
el area lateral.

A, =A,+4,

Volumen: es la tercera parte del producto del
area de la base y la altura de la pirdmide.

1
V=S4, h)
Ejemplo: calcular el drea lateral y el volumen de

una piramide cuya base es un cuadrado de lado 4
cm. y cuyas caras laterales son tridngulos equilateros.

A

Unidad 2. Geometria



Tema 2 // Areas y volimenes de los sélidos

Para calcular el drea lateral se halla el area del triangulo EBA y se multipli-
ca por el nimero de lados de la base, ast:

Primero hallamos la altura del tridngulo EBA, aplicando el Teorema de Pi-
tagoras, recordemos que la altura va del angulo al lado opuesto y es perpen-
dicular al punto medio:

h= \/(4cm)2 - (20m)2 = \/16cm2 —4em? = \/120m2 =3.46cm

Luego, se calcula el area del tridangulo EBA:

_4cm-3,46cm 13.84 c
2

A, m’ =6.92cm’

Luego se calcula el area lateral, para ello se multiplica por 4 el drea del
triangulo EBA, (la pirdmide tiene cuatro caras, pues su base es cuadrada):

A =n-A
A, =4+(6.92cm>) =27.68cm’

Para calcular el volumen, primero debemos hallar la altura de la piramide,
aplicando el Teorema de Pitdgoras:

AG = \/(3. 46¢cm)’ - (2cm)’ = \/1 1.97cm® —4em® =2.82cm

Por lo tanto el volumen es:

1

V= —(A,h)

w]

1 (16cm?- 2.82cm) = %(45.1 2cm®) =15.04cm’®

V=

w]

Cuerpos redondos: son sélidos limitados por superficies curvas o por su-
perficies planas y curvas. Los principales cuerpos redondos son: el cilindro,
el cono y la esfera.

Cilindro Base

Es un cuerpo redondo limitado por una superfi- /T\

cie curva y dos caras planas circulares. N /

La superficie curva que conforma el cilindro se
denomina cara lateral y las dos caras circulares se Cara
denominan bases. lateral

N

Base
107
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Cara
lateral
Altura del
cilindro
Longitud de la
circunferencia
4cm
Vértice
Altura
Generatriz
Cara
lateral
Base
108

Al efectuar el desarrollo de un cilindro se puede observar
que la cara lateral pertenece a un rectdngulo cuyo largo es
la longitud de la circunferencia que corresponde a la base y
cuyo ancho es la altura del cilindro.

Por tanto, si “h” es la altura del cilindro y “r” el radio de
la base se tiene que:

El area lateral (A,) del cilindro corresponde al area del
rectangulo que representa su desarrollo.

A =(Q2-m-r)h

El &rea total del cilindro es la suma del drea de las dos
bases y el drea lateral.

A, =4, +24, =Q-arh+2-m-r=Q-w-r)h+r)

El volumen del cilindro es el producto del area de la base
por la altura del cilindro.

V=A-h=mr*h

Analicemos el area lateral, area total y el volumen del
cilindro de radio 3 cm. y altura 4 cm.

Se reemplazan las medidas del radio y de la altura en las
expresiones correspondientes al drea lateral, al area total y
al volumen del cilindro.

Luego, se realizan las operaciones indicadas asi:

Area lateral:
A =Q2-w-r)h=2-3.14-3cm - 4cm = 75.36¢cm*

Area total:
A, =Q -mw-r)h+r)=(2-3.14 -3cm)(4cm +3cm) = 131.88cm’®
Volumen:
V=n-r-h=314Bcm?*) - 4cm =113.04cm’

Cono
Es un cuerpo redondo limitado por una superficie curva y
una cara plana circular.

El cono estd conformado por los siguientes elementos:
cara lateral, base, vértice, altura y generatriz.

La generatriz es el segmento que tiene como puntos extre-
mos el vértice del cono un punto de la circunferencia de la base.

La altura es la medida del segmento perpendicular a la
base, cuyo punto extremo es el vértice del cono.

Si simbolizamos con “r” el radio de la base del cono, con
“g” la generatriz del cono y con “h” su altura, se tiene que:

Unidad 2. Geometria



El drea lateral (A;) del cono corresponde al
area del sector circular que resulta de su desarrollo.

A =m-r-g

El drea total (A7) del cono es la suma del area
de la base y el drea lateral.

A=A +A,=m-r-g+m-r’=m-r-(g+r)

El volumen del cono es un tercio del producto
del drea de la base por la altura del cono.

1 1
Ve=-A -h==(z-1*h
38 3( )

Veamos cémo resolver el problema de un cono:

Calcular la medida de la generatriz, el area late-
ral, area total y el volumen de un cono cuyo radio
es 5 cm. y su altura es 6 cm.

Para hallar la medida de la generatriz, se aplica
el Teorema de Pitagoras:

g= \/(6cm)2 +(5cm)* = \/36c‘m2 +25cm?* = \/61cm2 =7,81cm

Luego, se reemplazan las medidas del radio, la
altura y la generatriz para calcular el drea lateral,
el 4rea total y el volumen.

A, =mr-g=3.14-5cm7.81cm =122.617cm’

A =m-r-(g+r)=3.14-5cm-(7.81cm + 5cm) = 201.11cm?

V= %(J‘[ .rih)= %(3.14 -(5¢m)*- 6¢m) =15Tcm’

Tema 2 // Areas y volumenes de los solidos

Esfera

Es un cuerpo redondo limitado por una superficie
curva. Todos los puntos de la superficie de la esfera
equidistan de un punto llamado centro.

La distancia entre un punto de la superficie de
la esfera y el centro se denomina radio.

La interseccion de la superficie de la esfera con
un plano que pasa por su centro se denomina cir-
cunferencia maxima y el circulo determinado por
esta se denomina circulo maximo.

Circunferencia
maxima

Si se representa con “r” el radio de la esfera se
tiene que:

El 4rea de la superficie de la esfera es cuatro
veces el drea del circulo maximo.

AE =4xr?

El volumen de la esfera se calcula mediante
la expresion:

en donde r es el radio de la esfera.

4
VE =§J'L’I’3

Ejemplo: calcular el drea de la superficie de una
esfera y su volumen, si su diametro es 12 cm.

Como la esfera tiene un didmetro de 12 cm, su ra-
dio es 6 cm. Luego se reemplaza la medida del radio
para calcular el drea de la superficie y su volumen.

A, =4m- r’ =4-3.14(6¢cm)* =4-3.14 - 36cm* = 452.39¢m’

V=%Jr- r =%- 3.14- (6¢cm)’ =% .3.14 - 216¢m® =904.32¢cm’

109
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Aplicacién

En forma individual, resuelve los siguientes ejerci-
cios, en tu cuaderno. Dibuja las figuras que sean
necesarias.

1. Marisol tiene una cajita como muestra la figura.
Ella quiere saber:

6 cm

a) El area lateral
b) El area total
¢) El volumen

2. Un trozo de madera tiene la forma y las medi-
das que muestra la figura.

Calcula: 6 cm
a) El area lateral §
s, o
b) El area total -
¢) El volumen
5Cl‘n 10“\

3. En una empresa de enlatados se utilizan re-
cipientes con forma cilindrica para empacar
arvejas como se muestra a continuacion:

a) ;Cual de los dos recipientes tiene mayor
capacidad?

b) ;En cudl de los dos recipientes se utiliza ma-
yor cantidad de hojalata para su elaboracién?

c) Si en cada recipiente la etiqueta cubre toda
la cara lateral, jen cudl de las dos etiquetas
se utiliza mayor cantidad de papel?

4. Josefa elaboré unos gorritos para una fiesta infan-
til. El disefio y medidas se muestran en la figura.
Calcula:

a) El 4rea lateral
b) El area total
¢) El volumen

Calcula area lateral, area total y volumen de los
cuerpos siguientes:

5.

2cm

5cm

10. Realiza el dibujo y calcula el area lateral, el
area total y el volumen de una caja cubica de
75.25 cm de lado.

Unidad 2. Geometria



Tema 2 // Areas y volimenes de los sélidos

Entendemos por...

Equidistante aquel punto que queda a la misma
distancia de otro. Por ejemplo, el centro de una
circunferencia es equidistante de los puntos de ella.

Diversién matematica
1. Enlasopa de letras siguiente aparecen los nombres
de diez matematicos. Blscalos:

Bolzano, Cauchy, Euclides, Euler, Fermat,
Gauss, Leibniz, Newton, Pitagoras y Taylor.

G|IC/A/U|S E|R|H|U|P
LIA|/PIN|A|F | O|D|R]|I
E/U|/L|E|R|JO|L|Y A|T
u c/ow o|S|Y|U|P A
C/IH N|IT GIAJU S| S M
LIYIA|OIA|ZIW M| IT]|R
Il L|Z|N|T O E|G|B]|E
DIA|L|E|]Il | B/ N|I|Z|F
E|IR|O/ T P| 1T |T|A|E|A
SITA/B|N| 1| Z]O|R|T|N

Dia a dia

Seccion aurea y la Gran Piramide de Gizeh

La gran piramide de Gizeh se construy6 hace 4,500
afios aproximadamente y se incluyo entre las siete
maravillas del mundo, siendo la mas antigua y sin
embargo la (inica que se conserva en la actualidad.

‘}V

Leyendas de todo tipo han acompanado a cualquier
manifestacion de esta cultura fascinante y desconocida:
sus dioses, sus faraones, sus jeroglificos y, por supuesto,
sus increibles templos y construcciones funerarias nos
hablan de grandeza y de misterio. Y de saberes ocultos
celosamente guardados por poderosos sacerdotes.
Entre estos saberes secretos se hallan, cdmo no, los
conocimientos matematicos. Mucho se ha escrito sobre
las matematicas de las piramides, y se pueden leer todo
tipo de fantasticas relaciones numéricas encarnadas en
las formas y medidas de esas enormes moles de piedra.
La cuestion es que efectivamente hay matematicas, y
no hay mas que fijarse en la forma elegida, pero quiza
no tantas como se cree. Veamos un ejemplo de estos
supuestos conocimientos: imaginemos que alguien

Nos muestra el siguiente dibujo, en el que la letra @
representa la seccion aurea.

Segun el historiador griego Herddoto, la Gran Piramide
de Gizeh construy6 de modo que la superficie de una
cara fuese igual a la de un cuadrado que tuviese por
lado la altura de la piramide.

Es decir: el apotema de la piramide, la distancia que va
desde la cuspide de la piramide hasta el punto medio de
una de las aristas horizontales, se eligié de modo que la
superficie de cada una de las caras triangulares fuese
igual al cuadrado de la altura.

Tomado de: http://www.epsilones.com/paginas/t-
historias1.html

Capitulo 2. Cuerpos geométricos
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)
Este capitulo
fue clave porque

Aprendi a calcular el area y el volumen de figuras geométricas como la
piramide, el cono, la esfera y el cilindro.

Comprendi la importancia de aprovechar las figuras geométricas en
maximizar la economia.

Aprendi a utilizar las razones trigonométricas, y su aplicacién en la
resolucién de problemas.

Aprendi el uso de la calculadora en funciones trigonométricas

G J

Conectémonos con
Biologia

Geometria en el cuerpo humano

Poligono. La sangre llega al craneo por dos caminos o dos pares de arte-
rias: las carotidas por delante y las vertebrales por detras. Para evitar que
la obstruccion de una de ellas dafe a un érgano tan importante como el
cerebro, se comunican entre si por otras pequefas arterias que adoptan en
la base del craneo la forma de un hexagono: se trata del poligono de Willis.
Son un muy acertado mecanismo de seguridad.

Triangulo. El tridngulo de Scarpa es bien conocido por los toreros. Tiene
su base en la ingle, y su vértice, hacia abajo, y puede apreciarse bien en la
parte anterior e interna del muslo en las personas delgadas. Su importancia
radica en que por él discurren, muy superficialmente, la arteria femoral, las
venas femoral y safena interna y el nervio crural. Se considera que es uno
de los lugares preferidos por el toro para cornear y sus lesiones pueden ser
extremadamente graves.

Tomado de: http://www.eltiempo.com/archivo/documento/MAM-442258
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Repasemos lo visto

Inicialmente deciamos:

Te has preguntado: ;Qué importancia tiene la geome-
tria en nuestra vida?

Revisamos cémo desde la Antigliedad el ser humano
ha utilizado métodos de medicidén para solucionar sus
problemas de la vida diaria y con el correr de los siglos se
ha constituido la geometria en una ciencia no solo practi-
ca sino con todo un desarrollo tedrico digno de estudiar.

Las construcciones definen el ambiente fisico que ro-
dea al ser humano, y forman parte de la cultura e historia
de cada civilizacién.

Cada construccion se disefa pensando en su funcio-
nalidad, belleza y disposicién de los volimenes, usando
figuras geométricas en su diseno.

No olvidemos que:

Las razones trigonométricas nos ayudan a resol-
ver problemas donde podemos calcular alturas
de gran longitud, sin necesidad de medir dicha
altura.

cO CA CcO 1 1 1
sen=——; CoS=——;. tan=——; seC=—,C8C=—Clg=—
HIP HIP CA cos sen tan

Graficamente, podemos determinar cuando dos fi-
guras son semejantes, por medio del Teorema de Tales.

Es necesario tener presente las férmulas de drea y vo-
lumen de los diferentes sélidos.

Solido | Formula | Grafica
A
rea lateral A, =h.P, ﬁ Base
(cara lateral) ‘
Area total A, = A, +2A4, istora Atura
Prisma ’
Volumen V=A,h 7+ Base
Area lateral A, =nA
Area total A=A, + A,
Volumen 1
Piramide V= §(AB %
Area lateral PR
A, =(2-TT-1h >\r‘>
Area total A=A, 424, =Q2m-h+2-m -1 =2z -r) (h+7) I e ——
Ci|indr0 S Radi
- rao
——
Volumen Ve Ay h=merh o
Area lateral A, =7-rg A
Area A=A, + Ay =m-r-g+m-r’=m-r(g+r)
Cono Total
Volumen 1 1 ,
V=—Ady h=—(n-r>h
35 3 ( )
area total )
A, =417
Volumen A =471
Esfera
V=iﬂ P
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yuda al guiado en labores agricolas
con elevad o ancho de trabajo me-
diante AGROSAT
Con el aumento en precision de los recep-
tores de posicionamiento GPS, varios han sido
los productos destinados al guiado de tractores
en parcelas agricolas; es un sistema de guiado
cuya caracteristica fundamental es su adapta-
bilidad a parcelas de geometria irregular.

Los sistemas de guiado basados en GPS

En los dltimos 5 afios, han surgido en el mer-
cado productos destinados a la asistencia al
guiado basados en GPS para aplicaciones
agricolas con elevado ancho de trabajo. Su
principal destino ha sido la distribucién de
fertilizantes y la aplicacion de herbicidas en
parcelas cerealistas. En el resto de aplicacio-
nes agricolas como labores de arada, prepa-
racion del terreno, y siembra, estos productos
no aportan ventajas a una conduccién tradi-
cional visual.

El total de productos que actualmente se ofer-
tan en el mercado no supera la docena. Dichos
productos, la mayoria de origen estadounidense,
estdn orientados a trabajar en parcelas grandes
y de geometria regular, e indican al operario el
sentido y la magnitud de lo que tienen que mo-
ver el volante en cada momento para realizar
una pasada paralela a la pasada anterior.

La empresa nacional GMV Sistemas espe-
cializada en la realizacién de proyectos de in-
genieria avanzada y en particular de sistemas
de navegacion por satélite, acaba de lanzar al
mercado su producto AGROSAT.

“Hemos detectado una demanda creciente
de este tipo de productos en el sector, que cada
vez son mas solicitados ya que facilitan la labor
asi como la reduccién de los costes de opera-

cion. Asimismo, se han cuidado al maximo dis-
tintos aspectos en el disefo del producto, como
la adecuacién al tipo de parcelas que se da en
nuestra region y en el territorio nacional, al
tiempo que se ha hecho un esfuerzo importante
por facilitar en lo posible todos los aspectos de
manejo del dispositivo”.

El dispositivo AGROSAT, proporciona presta-
ciones similares a los que ya existen en el merca-
do anadiendo nuevas funcionalidades: se adapta
a parcelas de geometria irregular, en la Figura
1 se muestran los elementos de AGROSAT, asi
como su instalacién en un tractor agricola.

Instalacion de AGROSAT

La instalacién de AGROSAT es extremada-
mente sencilla. Se coloca en el salpicadero
del tractor y dispone de dos entradas; una
toma de corriente de 12 voltios, y el cable de
la antena receptora GPS, que se coloca en la
parte superior externa de la cabina del tractor.

Tomado de: http://www.mappinginteractivo.com/
plantilla-ante.asp?id_articulo=1410)

AGROSAT instalado en el tractor.

AGROSAT

Unidad 2. Geometria




Los egipcios: primeros topégrafos

Cuando las inundaciones del Nilo dejaban cubier-
tas de fértil limo sus riberas, los egipcios median la
tierra para repartirla entre los cultivadores por me-
dio tridngulos y poligonos; asi naci6 la geometria
(del griego geo = tierra, metron = medida).

Los egipcios ademds formaban a partir de cuer-
das, divididas por nudos de 3, 4 y 5 unidades de
longitud, tridngulos con un dngulo recto exacto.

Fue tal la importancia de su saber geomé-
trico, que a uno de los lados del tridngulo rec-
tangulo (cateto), le Ilamaban “Piremus” de cuyo
nombre se deriva la palabra pirdmide, figura
central de toda la cultura egipcia

Unidad 2. Geometria
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¢En qué vamos?

Reflexiono y trabajo
con mis companeros
Resuelve cada ejercicio en tu cuaderno.

1. Un padre desea dividir el terreno de la figura
entre sus cuatro hijos, pero de tal forma que
a todos les toque la misma forma geométrica.
;Como puede hacerlo?

2. ;Cudl es el angulo que forman las manecillas

de un reloj si son las 12 y 15?

~A /L 60°

[O8)

;Cuanto vale el angulo A?

4. Un arbol proyecta una sombra de 6 m. si los

rayos del Sol forman un dngulo de 70° respecto
al piso, calculemos la altura del arbol.

&5

Segun la figura, calcula:

5. Diagonal a. ' C £
: b|<
6. Diagonal b. P A
-a
. . &
7. Diagonal c. > -

5m

Responde las preguntas 8, 9 y 10 a partir de
las siguientes figuras:

C
36 30

A B D
22 1

. Respecto al triangulo ABC es falso afirmar que:

a) es un triangulo escaleno.
b) sel mayor de sus angulos es el dngulo ABC.
) es un triangulo isésceles.

)

C
d) el menor de sus angulos es el dngulo ACB.

. Es posible afirmar que el triangulo ABC es

semejante al tridngulo DEF porque:

a) poseen la misma forma y orientacion

b) sus lados correspondientes son proporcionales.

c) cada lado de ABC es mayor que cada lado
de DEF.

d) cada lado de ABC es menor que cada lado
de DEF.

10. Para el dngulo DFE se verifica que.

A. es congruente con LCAB
B. es congruente con £ FED
C. es congruente con ZACB
D. es congruente con ZFDE

Unidad 2. Geometria



Le cuento a mi profesor

Con tu profesor, resuelve la siguiente rejilla.
Lee el enunciado y sefala con una x la categoria correspondiente, segin lo
que has aprendido.

Qué sé hacer | Superior | Alto | Basico | Bajo
Calculo el area lateral, total y el volumen de un prisma.

Calculo el area lateral, total y el volumen de una piramide.

Calculo el area lateral, total y el volumen de un cono.

Calculo el area lateral, total y el volumen de una esfera.

Calculo el area lateral, total y el volumen de un cilindro.

Resuelvo problemas que involucran el calculo de areas o volimenes
de sélidos.

Resuelvo triangulos rectangulos utilizando razones trigonométricas.

Aplico las razones trigonométricas de angulos de 30°, 45°, 60° en la
resolucién de tridngulos rectangulos y problemas asociados con éstos.

Resuelvo problemas practicos por medio de triangulos rectangulos.

Encuentro las razones trigonométricas de un angulo cualquiera.

Utilizo la definicion de semejanza para determinar si dos figuras son o
no semejantes, utilizando el Teorema de Tales.

Autoevaluacion

Participo y aprendo | Superior | Alto | Bésico | Bajo
Participo de manera activa en clase, formulando o respondiendo
preguntas.

Aplaudo las actitudes creativas que inviten a buscar nuevas soluciones a
situaciones problematicas.

Participo activamente en los grupos de trabajo.

Comparto mis saberes y dudas con mis compafieros.

Fomento la disciplina dentro del grupo.

Permito la libre discusion.

Propongo problemas o actividades para resolver en clase.

Repaso en casa lo suficiente, sobre lo aprendido en el colegio.
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Funciones: Lineal, cuadratica,
exponencial y logaritmica, y
sistemas lineales

Resolvamos

Te has preguntado: {Qué importancia tienen
las funciones en nuestra vida?
Cuando un cuerpo se ve primero en un lugar y lue-
go en otro, es légico decir que se desplaza; pero
si no se observo en cada instante ese cambio de
posicion, es dificil saber qué tan rapido lo hizo.
La velocidad es el cambio de posicién en un
tiempo determinado.
La aceleracién es el cambio de velocidad en un
tiempo determinado.

En la vida diaria, conocemos diferentes movi-
mientos: cuando caminamos, cuando vamos en un
vehiculo, cuando montamos a callo, etc.

Todas esas actividades pueden analizarse mate-
maticamente a través de andlisis de variables que
constituyen las funciones y son el objeto de estu-
dio de esta unidad




Referentes de calidad

Capitulos

Identifico relaciones entre propiedades de las gréficas y propiedades de las
ecuaciones algebraicas.

Construyo expresiones algebraicas equivalentes a una expresion algebraica dada.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba
conjeturas

Modelo situaciones de variacién con funciones polinémicas.

Identifico diferentes métodos para solucionar sistemas de ecuaciones lineales.

Analizo los procesos infinitos que subyacen en las notaciones decimales.

Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una curva
que representa en el plano cartesiano situaciones de variacién.

Identifico la relacién entre los cambios en los pardmetros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las graficas que las
representan.

Analizo en representaciones gréficas cartesianas los comportamientos de cambio
de funciones especificas pertenecientes a familia de funciones polinémicas,
racionales, exponenciales y logaritmicas.

Funciones y ecuaciones
lineal y cuadratica
Funciones Exponencial
y logaritmica




Capitulo 1

Funciones lineal y cuadratica

Pedro tiene un galp6n y ha registrado la relacion
existente entre el nimero de aves y racion de co-
mida, en libras, por ave.

N° de
libras 4

20 A
16 +

A

En graficas como ésta puedes encontrar la infor-
macion que da respuesta a algunas preguntas como:

Si en el corral hay 6 aves, ;Cuantas raciones de
comida le corresponden a cada una?

Si a cada ave le corresponden dos raciones de
comida, ;Cuantas aves hay en el corral?

Si hay 10 aves, ;Cudntas raciones de comida le
corresponden a cada una?

N° de aves

(& J

Diagrama

Una linea recta

- I ~N
(is se expresa mediante puede ser
in
i Y =
La relacion de A en s expresa
B en la que a todo
elemento de A le Vermx como
corresponde un Gnico
elemento de B. Algunas son

120

Ax+By+C=0

M es la pendiente)
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Tema 1. Funciones y ecuaciones lineales

Indagacion
¢Mi velocidad de crecimiento y mi
peso estan relacionados?

Las tablas de crecimiento son cuadros de medidas
que permiten valorar y comparar el crecimiento de
nifios, jovenes y adultos en relacién con un grupo
estandar. Las tablas de crecimiento aceptadas a nivel
nacional se basan en datos de mediciones recopila-
dos por el Centro Nacional de Estadisticas en Salud.
Los parametros que se miden, principalmente en
ellas son la estatura y el peso.

En los nifos y jévenes deportistas es especial-
mente importante hacer un seguimiento perma-
nente de los cambios de peso y estatura. Esto se
realiza mediante la elaboracion de las curvas de
crecimiento y aumento de peso, elaboradas por los
médicos y nutricionistas, las cuales se basan en las
tablas y graficas de crecimiento del Instituto Co-
lombiano de Bienestar Familiar (ICBF). Analicemos
la tabla siguiente:

Edad (anos) Estatura (cm) Peso (kg)
10-11 6 4

11-12 6.5 5

12-13 6.5 5

13-14 7 5

14-15 6 6.5
15-16 4 5.5
16-17 3 4

17-18 1.5 3

1. Qué sucede con el peso de un adolescente a
medida que aumenta su edad?

2. Qué sucede con la estatura de un adolescente
a medida que aumenta su edad?

3. Identifica la variable independiente y la varia-
ble dependiente de la tabla anterior.

4. Entre qué edades se espera que un adolescente
crezca mas rapido?

Funcién (f) a la relacién entre un conjunto dado X (Ilamado dominio) y otro
conjunto de elementos Y (llamado codominio) de tal forma que a cada ele-
mento x del dominio le corresponde un Gnico elemento f{x) del codominio
(los que forman el recorrido, también llamado rango o ambito).

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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Conceptualizacién

Observa la siguiente grafica y con tus compafieros
de grupo resuelve:

2 200
£ 19 1. ;Cudl es el limite minimo de la frecuencia del
5 138 pulso para una persona de 20 anos?
8 160 [
S [~ . s . s . .
5 128 — 2. ;Cudl es el limite maximo de la frecuencia del
2 130 ] pulso para una persona de 20 anos?
2 120
- 1(1)3 3. ;Cudl es el limite maximo de la frecuencia del
§ 9 pulso para una persona de 45 anos?
2 80
r 70 p o . .
"0 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 4. ;Cual es el limite minimo de la frecuencia del
Edad (afios) pulso para una persona de 50 anos?
Representacioén grafica de funciones
Analicemos las situaciones siguientes:
Dada la funcién: y = 2x, ésta puede representarse en el plano cartesiano, asi:
Escribimos la expresién algebraica es y =2x, construimos una tabla de
valores y después graficamos.
Tabla de valores Gréafica y=2x
Y
X y (x,y) A
2 4 (2,4)
1 2 13,2
0 0 (0,0) P I
-1 2 |(1,-2) :
2 | 4[24 sty |
PY P
-4 -2 N
l < — b > X
Se va dando valores arbitrarios a x 12
A -2
Se calcula el valor de y reemplazando x en y =2x -4
Se escriben las parejas o puntos (x, y) e / A
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Tema 1 // Funciones y ecuaciones lineales

Toda funcién se puede representar por:  Una expresion algebraica
Una tabla de valores
Una grafica

La ecuacién lineal es de la forma ¥ =ax+b

. . y
Para graficar una ecuacién de la forma y = ax + b, se cons- A
truye una tabla dandole valores a x y determinamos los 8
valores de y. Senalamos dichos valores en un plano car- 6
tesiano y graficamos. (Minimos se necesitan 2 puntos para .
trazar una gréfica).
Analicemos la siguiente ecuacién /
y=3x+2 D ra— - 1 2 7> x
-2
x | 0 | 1 | 2 |1 4
y | 2 [ 5] 8 [ -
: . . -8
Si la ecuacién no estd de la forma: , se puede encontrar

de la forma general: A\
Cémo se grafican estas ecuaciones?
Buscamos las intersecciones con los ejes x e y.
Para determinar la interseccion con el eje y, le damos el 8
valor de 0 a x, y despejamos y

6
Asi por ejemplo:
4
3x =6y -12 , si x=0, entonces (©.2) /
3.0=6y-12, (ﬁg,//”’)
0 =6y-12 </£i -2 4 6 > x

12 = 6y 2
2=y. 4
La interseccion con el eje Y, ocurre en el punto (0,2) °
Para determinar la interseccion con el eje x, le damos el -8
valor de 0 a y, y despejamos x 4
3x=6y-12

si y=0, entonces, 3x = 6(0) - 12

3x = 0-12
3x= -12

X=£:-4
3
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YA

- N W~ OO

[< N B NV CREE N

124

La interseccion con el eje x, ocurre en el punto (-4,0).
La grafica de la ecuacion de la forma x = a, serd una recta
vertical paralela al eje y
Representemos la ecuacion x = -3
Para cada valor de y, x siempre serd = -3:

( _3/0); ( _3/‘I ); ( _3/2)/ ( _31_1 )/ ( _31_3);

La grafica de la ecuacion de la forma y = b, dara una recta
vertical paralela al eje x
Representemos y =2

Para cada valor de x, y siempre serd = 2

Aplicacion

En forma individual, realiza los ejercicios siguientes y des-
pués compara tu trabajo con el realizado por tus compafieros.

Para cada una de las funciones siguientes, completa la
tabla de valores y realiza la gréafica correspondiente

1. 2x =y Esta funcién puede escribirse como y = 2x

Unidad 3. Funciones: Lineal, cuadratica, exponencial y logaritmica, y sistemas lineales
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2. y=-2x+5 1.

4. Si3y=-6entonces y=

X 0 0.5 1 -1 -2 €

5. 2x+1=6 13

125
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T4 6. 2X

Il
[e)]

7. En las 10 primeras semanas de cultivo de una planta, que media 2 cm,
se ha observado que su crecimiento es directamente proporcional al
tiempo, viendo que en la primera semana ha pasado a medir 2.5 cm.
Establece una funcién a fin que dé la altura de la planta en funcién del
tiempo y representar graficamente.

x (semanas) 1 2 3 4

y (crecimiento encm) | 2.5¢m

Funcion:

Escribe la expresion algebraica que se encuentra representada en cada plano cartesiano:

8. A
y 10.
"l
-2
yde
— e
4-2 14
4.4
° ° ° ° 4o
46
A 4 ( t t )
4 2
+4-2
A
9. y__ +4-4
-+ -6
40
1 > \4
-2
-4
4.6
126 A\ 4
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Tema 1 // Funciones y ecuaciones lineales

Pendiente de una recta
La siguiente grafica representa el crecimiento de un arbol durante un afo.
Altura
encm En la grafica observamos que cada pe-
dazo tiene su propia inclinacioén.
Ahora contesta:
sEn cudles meses se produjo el mayor cre-
cimiento del arbol?
sFue uniforme el crecimiento del arbol?
;En cudles meses se produjo el menor
crecimiento del arbol?

EFMAMJJASOND

Para ver qué tan inclinada estd una recta, es decir, “qué
tan pendiente” esta una recta, procedemos asi:

Tomamos dos puntos de ella, por ejemplo los puntos
P(2,3) y Q(4,6). En el tridangulo rectangulo que se forma, es-
tablecemos la razén entre sus catetos opuesto y adyacente

al dngulo Py la [lamamos m. 15
Esto es: 6-3
- —+4
m=072_3 5
4-2 2 B A .
2 /142,
En general, si llamamos (x,.y,) a Py (x,.y,) a Q, | ' .
, 1
< Lt Ve g Yy
Estoes: (x,y,) =P y (x,y,)=Q, < 4 _3' - i/ 1 23 )
Y=y 1!
expresaremos la pendiente m==—2——=1 4.5
Y=

La pendiente m sirve para determinar la ecuacion de
la recta.

;Cudl es la ecuacion de la recta que pasa por los puntos
P2,3) y Q(4,6)?

Y27¥,
-~ /
XZ Xl

m=

Hemos dicho que: de donde podemos

decir que m(x,-x,) = (y,-y,)
3

yz_yl 6-—
X, X, 4 —

Sabemos que m = -

\S)
N | W

Reemplazado un punto de la recta, por ejemplo P(2,3) y

3 en m= pEwi

= tenemos:
2 X,-X,

_ y2'3 .
x2-2

m=

3
2
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Y A 3x +2y =0
: 0
Por la ley fundamental de las proporciones $6-----
nos queda: s I
3(x,-2)=2(y,-3) I
3%,-6 =2y,-6 ™ o/ |
3x,- 2y, = - 6+6 3, |
3x,-2y, =0 ! :
1
Que podemos escribir como: 3X,-2y, =0 <+ —————> X
’ o 4-32-/1 12345
;-2
4 )

La ecuacion de la recta dados: su pendiente m y un puntos (x1 —y1) es
y —y1l = m(x —x1) y se conoce con el nombre de ecuacién de la forma
punto pendiente.

En general, la ecuacién de la recta que pasa por el punto (x, y) y tiene pen-
diente m es: y = mx + b en donde m = es la pendiente y b= es el punto de
interseccion de la recta con el eje Y

(& J

Sobre el plano cartesiano, la pendiente muestra el desplazamiento tanto ver-
tical como horizontal

Para representar las rectas, primero se ubica el punto dado y a partir de alli, se
realizan los desplazamientos horizontal y vertical que indique la pendiente, asi:

YA
YA
41
\ -5 desplazamiento vertical 1
m I —
St T 2 desplazamiento horizontal 4
24
T g desplazamiento vertical
1+ =
5u 1 2 desplazamiento horizontal
<« —> X
1 4 114
11 3 Unidades arriba
<« > X
24 -1 2 Unidades derecha
-1
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Posiciones de dos rectas en el plano

1. Paralelas: Si dos rectas tienen la misma pendiente, entonces son paralelas.
Y,

Analicemos si las dos rectas: y =3x + 1 y 2y = 6x + 4 son paralelas.

La pendiente de larecta y=3x+1es m =3 15
Ahora, veamos como es la pendiente de la ecuacién 2y = 6x + 4.
Despejando la incégnita y tenemos: F2

y=3x+1

y=6x+4=6_x+ﬂ:6—x+ﬂ:3x+2 2y =6x+4 V 1
2 2 2 2 2 /

Como 2y = 6x + 4 es equivalente a y= 3x+2 ) B X

y su pendiente es m, = 3, concluimos son paralelas.

Perpendiculares: Si la pendiente de una es el reciproco negativo de la otra, lo
cual significa que dos rectas son perpendiculares si su producto es -1.

Analicemos si las dos rectas: 3y +2x = -1y 2y -3x = -1 son perpendiculares.
y

-2
De la ecuacién 3y +2x = - 1 tenemos: y = ?x-l,

luego su pendiente es m, = _? 3y + 2=
De la ecuacién 2y -3x = -1 tenemos: y zgx-l ,

: 3 ) ‘ .
luego su pendiente es m, = > 3 g 1 > x
Por lo tanto: m, - m, = _—sz =-1 1.

Concluimos que las rectas 3y +2x = -1y 2y -3x = -1 son perpendiculares.
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Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas
Cuando tenemos un sistema de dos ecuaciones, cada una de ellas con dos incégnitas (x,y u
otras letras), puede ser que al graficarlas nos resulten:
Paralelas, lo que significa que no tienen puntos comunes, entonces no tienen solucion.
Intersecantes en un punto es decir que se corten en un punto y ese punto es la solucién de
ellas porque nos da el valor para cada incégnita.
Que coincidan en todos los puntos, entonces son la misma ecuacion y tendran infinitas
soluciones.
Existen varios métodos para la solucionar un sistema de ecuaciones lineales con dos incog-
nitas y pueden utilizarse cualquiera de ellos, pero no olvides siempre verificar su solucién.
Estos métodos son: Gréficamente, por sustitucion, por igualacién o por reduccion.

Graficamente o método grafico
En la compra de un cuaderno y un lapicero se pagan $8,000, ;cudl es el precio de cada articulo,
si la diferencia de ambos es de $2,000?
Seguramente puedes dar una respuesta inmediata.
Organicemos lo datos:
Cuaderno = x Precio del cuaderno
Lapicero =y Precio del lapicero
Las ecuaciones son:
X +y = 8,000 (Ecuacion 1)
X —y = 2,000 (Ecuacion 2)

Estas dos ecuaciones son las que representan la situacion del problema.
Las ecuaciones 1 y 2 forman un sistema de ecuaciones de primer grado, Ilamadas también
ecuaciones simultaneas de primer grado con dos incégnitas.
Analicemos cémo se resuelve el sistema de ecuaciones que representan la situacién del pro-
blema, por método gréfico:
x +y = 8,000
x-y=2,000

Despejando la y de la ecuacién 1 se tiene: y = 8,000 — x
Despejando a y de la ecuacién 2 se tiene: —y = 2 000 — x , es decir, y = - 2,000 + x

Para efectos de tabulacién y de grafica vamos a adoptar una escala de 1:1,000, es decir cada
valor de las parejas representa unidades de mil y cada punto de las rectas en el grafico también
representa miles.

Tabulando estas dos expresiones con x= 1000, 2000, 3000, 4000, se obtiene:

Tabulacién de la ecuacion 1 Tabulacién de la ecuacion 2
y = 8,000 - x y =x-2,000
117 A(1,7) 11-1 F(1,-1)
216 B(2,6) 210 G(2,0)
35 C(3,5) 301 HG3,1)
44 D(4,4) 412 1(4,2)
130 5(3 E(5,3) 5]3 J65,3)
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Localizando los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, I y J en el plano cartesiano, tenemos:

7 _______
61 Gréfica de la ecuacion (1)
—_ C
g 5]
£ o
c 4
G E
3t <“— Punto de interseccion (5,3)
21 |
1 H‘"\\Gré a de la ecuacion (2)
< t t t > X

2 A1 12 3 4 5 6 7
11 E (en miles)
-2

Observemos que las gréficas de las ecuaciones se cortan en un lugar que
corresponde a los puntos E y J; por lo tanto, las coordenadas de dicho punto son

x=5y y=3.
Como 5y 3 representan miles, entonces la solucién al problema es: x = 5,000;
y = 3,000.

En el sistema que representa la situacién del problema, se sustituyen las dos
variables por los valores hallados, para comprobar que la solucién es correcta.

Reemplazamos en la ecuacion 1:

x +y=38,000
5,000 + 3,000 = 8,000
8,000 = 8,000

Reemplazamos en la ecuacion 2

x -y =2,000
5,000 - 3,000 = 2,000
2, 000 = 2,000

De acuerdo con lo anterior, el precio de cada articulo es: Cuaderno: $5,000
y lapicero: $3,000

De esta forma, se dice que el sistema es compatible o consistente, cuando en
las graficas se cortan las rectas en un punto de interseccion.
Concluyendo, podemos decir que:

El método grafico consiste en trazar la grafica que corresponde a cada
ecuacion, en el plano cartesiano, determinar el punto en que se cortan
dichas graficas, que es su solucion y que pertenece simultdneamente a las
dos rectas trazadas. 131
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Método de Sustitucion

En la mesa O se sirvieron 3 jugos de frutas y 2 limonadas y se pagaron $13 500.
En la mesa O se sirvieron 2 jugos y una limonada, la cuenta fue de $8 500.
sCudl es el valor de un jugo y cudl el valor de una limonada?

Haz algunos tanteos sucesivos, antes de proceder con lapiz y papel y lla-
ma j al jugo y I a la limonada.

La ecuacion para la mesa @ es: 3 j+2 1= 13,500 Ecuacion 1

La ecuacion para lamesa @ es: 2 j+11= 8500 Ecuacién 2
Despejamos la incégnita | en Ecuacién 2: | =8 500 -2 j
Reemplazamos o sustituimos en Ecuacién 1 el Ahora reemplazamos el valor de j en Ecuacién 1:

valor encontrado para |
3j+21=13,500

3j + 2(8,500 — 2j) = 13,500 3(3,500) + 2 | = 13,500
3j+ 17,0004 j = 13,500 7,000 +2 | = 13,500
3j—4j=13,500- 17,000 21=13,500 - 7,000
—j=-3500 2 1=6,500
j=3,500 | = 6,500 + 2
| =3,250
- N

El procedimiento general del método de sustitucion consiste en:

1. Despejar una variable en funcién de la otra, en alguna de las dos
ecuaciones.

2. Sustituir la variable despejada en la otra ecuacion.

3. Resolver la ecuacion resultante, y encontrar el valor de una variable.

4. Sustituir el valor hallado en cualquiera de las ecuaciones originales del
sistema, para encontrar el valor de la otra variable.

5. Comprobar en ambas ecuaciones los valores encontrados.
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Método de igualacién
Analicemos la situacién siguiente:

Isidro y Juan sembraron maiz en parcelas contiguas. Si juntas miden 860 m?
de area y la parcela de Isidro mide 120 m> mds que la de Juan, jcudl es el area
de cada parcela?

Solucion:
Se simbolizan las incégnitas con variables:

= area parcela de Isidro
area parcela de Juan

X
y
Planteando el problema por medio de un sistema de ecuaciones se tiene:

X +y =860
x=y+ 120

Si se despeja en ambas ecuaciones la misma incégnita, se tendra:
x=860—yx=y+120

Como el primer miembro en ambas ecuaciones es el mismo, en este caso
es x, se igualan los segundos miembros y se halla el valor de una incégnita.

x =860-y De aqui concluimos que 860 -y =y + 120
x=y+120 860-120=y +vy
740 =2y
y =370

Al sustituir el valor de y en alguna de las dos ecuaciones se encuentra el
valor de la otra incégnita.

x=y+120
x =370+ 120
x =490

Por tanto, la parcela de Isidro mide 490 m? y la de Juan 370 m?.

Al comprobar los valores encontrados en las dos ecuaciones, se tiene:

X +y =860 x=y+120
490 + 370 = 860 490 =370 + 120
860 = 860 490 = 490
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El procedimiento general del método de igualacién consiste en: )

1. Se despeja en ambas ecuaciones la misma incégnita.

2. Se lgualan los segundos miembros y se halla el valor de una incégnita.

3. Se sustituye este valor en alguna de las ecuaciones para hallar el valor
de la otra incégnita.

_ 4. Se comprueban los valores encontrados en las dos ecuaciones.

J

Por reduccién o cancelacion
Solucionemos el sistema de ecuaciones: X+2y=10
X+y=-1

Se observa en el sistema anterior que las x son simétricas, por lo cual es posi-
ble sumar ambas ecuaciones y eliminar dicha literal.

x+2y=10
X+y=-1
0+3y=9

dividiendo por 3 ambos miembros de la igualdad 3y = 9, obtenemos y =9
Sustituyendo el valor de y en una de las ecuaciones, se puede obtener el valor de x:

Xx+2y=10
x+23)=10
X+6=10

X+6-6=10-6=4

Comprobamos sustituyendo ambos valores en la segunda ecuacién:

-X+y=-1
-4+3=-1
-1=-1

El procedimiento general del método de reduccién o cancelacién consiste en:

1. Eliminar una de las dos incégnitas por me- 2. Sustituir el valor encontrado en una de las
dio de la suma o resta de las ecuaciones. ecuaciones.
134 3. Comprobar los resultados en la otra ecuacion.
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Aplicacién

Copia los ejercicios siguientes en tu cuaderno, resuélvelos y compara tus res-
puestas con algunos companeros.
Resuelve por el método gréfico:

1. Un joven compré 2 conejos y un pollo, pagé por ello $ 35,000. Otro jo-
ven adquirié 1 conejo y 3 pollos y le cobraron un total de $ 35,000. ;Cudl
era el precio de cada conejo y de la gallina, si los objetos eran idénticos?

2. )J4x+3y=2
-3x =2y =-1

Resuelve por el método de sustitucion:

3. Maria vende pollos en el mercado. Los pollos pequefios los vende a $ 12
000 y los més grandes a $20 000. Al finalizar el dia habia vendido un total
de 9 pollos y recaud6 $ 140 000. ;Cuantos pollos de cada tamafo vendié?

4. J2x+y=9
X—-y=3

Resuelve por el método de Igualacion

5. Pedro y Armando empacan fruta en cajas. Las cajas de pera deben pesar
25 kg y las de manzana 40 kg; al terminar su turno han empacado entre
los dos un total de 25 cajas con un peso de 790 kg. ;Cuantas cajas de

pera empacaron y cuantas de manzana?

6. J8x-3y=7
8y-3x=18

Resuelve por el método de reduccion

7. ox -4y =12
3x+y=9

8. Juan compré 2 lechugas y una papaya, pagé por ello $ 10,000 y Luis
compré 1 lechuga y 1 papaya iguales a las de Juan, en $ 6,000. ;Cudnto
cuesta cada lechuga y cada papaya?
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Resuelve por el método que td
quieras

. Una pita de 49 cm de largo se fija a

tres clavos como

lo indica el dibujo. Los clavos Ay B
estan separados 35 cmy el clavo C se
colocé para tensionar la pita y formar
en A un angulo recto. Asi se tiene
que el triangulo ABC es rectangulo.
Calcula las longitudes AC y BC.
Pista: Utiliza el teorema de de Pi-
tagoras.

Ademas tu sabes que: y2 — x2 = (y
+X) (y = x)

35cm
A mem
¢
lX—I—l =6
3
2
x+=y=16
3}’

Diversién matematica

Ndmeros narcisistas

El namero 153 tiene la propiedad de ser igual a la suma de los
cubos de sus cifras, asi:

13+ 5%+ 3 =1 + 125 + 27 = 153. Esta propiedad también la
cumplen: 370, 371y 497. Compruébalo.

Entendemos por...

Rectas paralelas aquellas que nunca se
cortan. Las lineas rectas que tienen la misma
pendiente son paralelas.

Rectas perpendiculares aquellas que
se cortan formando cuatro angulos rectos.
El producto de las pendientes de dos rectas
perpendiculares es igual a -1.

Dia a dia

El sonido es cualquier fendmeno que involucra la propagacion en
forma de ondas elasticas audibles o casi inaudibles, a través de un
medio elastico que genera el movimiento vibratorio de un cuerpo.
La propagacion del sonido implica transporte de energia en forma
de ondas mecanicas que se propagan a través de la materia solida,
liquida o gaseosa.La velocidad de propagacion del sonido varia
dependiendo de los cambios de temperatura del medio a través del
cual viajan las ondas sonoras.

Por ejemplo, sobre una superficie nevada, el sonido se desplaza
atravesandograndes distancias, debido a las refracciones
producidas bajo la nieve. Cada capa de nieve tiene una
temperatura diferente. Asi las capas mas profundas donde no llega
el sol, estan mas frias que las superficiales, y por tanto, en estas

el sonido se propaga con menor velocidad.En el aire, la velocidad
del sonido a una temperatura de 20°C es de 343 m/s, en tanto

que a 0°C, la velocidad es de 331 m/s, y por cada grado que se
incremente la temperatura del aire, la velocidad del sonido aumenta
0,6 m/s.

Tomado de Supermat Matematicas 7-Ed. Voluntad
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Tema 2. Funciones
y ecuaciones Cuadraticas

Indagacion

Analicemos la situacion siguiente:
La trayectoria de un proyectil, ;Es una ecuacion de segundo grado?

Proyectil lanzado

con velocidad

diferente de cero y bajo
la accion de g

o
o —_—

La descripcion de la trayectoria de un proyectil desde su salida hasta el
punto en donde toca al suelo, fue uno de los grandes problemas de la inge-
nieria militar medieval.

En la edad Media se creia que los proyectiles ascendian oblicuamente hasta
que se gastaba su provisién de impetus, una especie de fuerza que le imprimia
la pélvora a la bala. Agotado el impetu, el proyectil caia perpendicularmente al
suelo.

Esta teoria del movimiento entraba en descuerdo con la observacion: los
proyectiles parecian describir una curva y no una linea quebrada.

La moderna teoria del movimiento, que aparece con Galileo, debe muchos
de sus logros al problema del movimiento del proyectil.

Desde el siglo XVII se sabe que la trayectoria de un proyectil es una curva
de segundo grado.

A partir de entonces, muchos de los problemas relacionados con estas tra-
yectorias se resuelven usando Ecuaciones Cuadraticas.
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Conceptualizacién

Existen problemas que se modelan con una ecuacién lineal o con un siste-
ma de ecuaciones lineales o con una ecuacioén cuadrdtica, [lamada también
ecuacion de segundo grado.

Ejemplo: Se sabe que el cuadrado de un nimero es igual al doble de
dicho ndmero.
;Coémo expresas el cuadrado de un ndmero cualquiera?

;Como expresas el doble de dicho ndmero?
Si llamamos x al nimero, entonces llamaremos x* al cuadrado de x .

Si [lamamos x al nimero, entonces llamaremos 2x al doble de x.

Como en nuestro ejemplo estos dos valores son iguales, entonces, la ex-
presion matematica que representa esta situacion serd x* = 2x

Igualando a cero, es decir, restando 2x a ambos lados de la igualdad tene-
mos: X —2x =2x-2x

Por tanto resulta: x> —=2x=0

Esta expresion es una ecuacién de segundo grado, ya que el exponente
mayor de x es 2.

La forma general de la ecuacién completa de segundo grado es
2
ax"+bx+c=0
en donde x es la incognita, a,b,c son las constantes, ax’ es el término
cuadrdtico, bx es el término lineal y ¢ es el término independiente.
Ejemplos de ecuaciones de segundo grado son:

1. x*+3x-15=0

C4x*-7=0

No

3. 3x*+4x=0
4. x*+5x=18 equivalea x*+5x-18=0
5. 3x?=-19
Una ecuacién que tiene todos sus términos se [lama completa y si le falta

alguno se llama incompleta. Asi, en los ejemplos anteriores, las ecuaciones:
138 1y 4 son completas y las ecuaciones 2, 3 y 5 son incompletas.
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Solucién de ecuaciones cuadraticas completas
Analicemos la situacién siguiente:
Andrea es 4 anos mayor que Juan. Si el producto de sus edades es 45,

scudl es la edad de Juan?

Solucién:

Supongamos que x es la edad de Juan.

Como Andrea es 4 anos mayor, entonces su edad podemos representarla
con la expresion x +4.

Ademas, el problema plantea que el producto de las edades de Andrea y
Juan es igual a 45, por tanto escribimos: x (x +4) =45

Lo que equivalea: x (x )+ x (4)=45

x2+4x =45

Veamos como la factorizacion es una buena estrategia para encontrar las
raices de una ecuacién de segundo grado.

Igualamos a cero: x2 + 4x -45=0

Factorizamos la expresion de la izquierda, ( x + ) ( x - ) buscando dos
nimeros que multiplicados den 45 y que restados den 4.

Entonces nos queda: (x +9)(x -5)=0

Para que el producto de los dos paréntesis sea 0, uno de los factores debe
ser 0, o los dos.

Si(x +9)=0, yatienes una solucién: x =-9

Si(x -5)=0, entonces, x =5

Como x representa la edad de Juan, y esta debe ser un nimero positivo,
entonces descartamos el valor de x = -9 y aceptamos el valor de x = 5.

Por tanto, concluimos que la edad de Juan es 5 afos y la edad de Andrea
es x +4 =9, es decir 9 anos.
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Solucién general de la ecuacién cuadratica
Una ecuacion cuadratica puede resolverse por diferentes métodos de acuerdo
con sus caracteristicas.

Es interesante llegar a una expresion que permita resolver cualquier tipo
de estas ecuaciones.

Recuerda que la expresién general de la ecuacion cuadratica es:
ax’ +bx+c=0

En donde: x es la incognita, a es el coeficiente del término cuadratico, b
es coeficiente del término lineal y ¢ es el término independiente.

Las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse por los métodos de: factori-
zacion, despeje y por férmula general.

Dada la ecuacién general ax’+bx+c=0 podemos solucionarla con

la férmula
B —bi\/b2 -4ac
2a

Esta expresion para x, nos posibilita encontrar las dos soluciones o raices

de la ecuacion.
—b+\/b2 —4ac

Una solucion es: x =

2a
Jn2
y la otra solucién es x = —b-Nb" ~dac
2a

Aplicar la férmula general es reemplazar a, por los valores que tiene
la ecuacion.

Ejemplo: Resolver la ecuacion x*=2x+1=0

Solucion:
Comparando la ecuacién dada con la ecuacién general tenemos:

ax* +bx+c=0

Vool
Ix?=2x+1=0

Es decir que a=1 b=-2 c=1

—bi\/b2—4ac

2a

_(_2)1\/(_2)2_4(1)(1) =2im =2¢\/5=2:0

2 2

Reemplazando esos valores en la férmula general x =

Tenemos: x =
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Significa que X =——
2

En este caso x=1

Solucion de ecuaciones
cuadraticas incompletas:
Las soluciones o raices de una ecuacioén son los va-
lores de las incégnitas que la satisfacen.

Las ecuaciones de primer grado con una incog-
nita admiten una sola solucién o raiz.

Las ecuaciones de segundo grado tienen siem-
pre dos soluciones o raices, porque existen dos va-
lores de la incégnita que satisfacen a la ecuacion.

Volvamos al ejemplo del problema inicial, que
dice que el cuadrado de un nimero es igual al do-
ble de dicho ndmero.

Observa el procedimiento a seguir para re-
solverlo.

Tenemos que la ecuacién es x*-2x=0

Para saber cudl es el valor de x factorizamos
sacando el factor comin y queda:

x(x—2)=0

Tenemos dos factores cuyo producto da cero,
significa que cada uno de ellos es igual a cero

Entonces x=0 o x-2=0
Una solucién es x=0 vy la otra solucion es:
x-2=0

x=0+2

—2=1 0o X=——
2

Tema 2 // Funciones y ecuaciones Cuadraticas

Comprueba que el nimero que elevado al
cuadrado es igual al doble de él puede ser 0 o
también 2, es decir, hay dos valores que satisfa-
cen la ecuacion.

Representacién grafica de la
funcion cuadratica
Las ecuaciones cuadréticas llamadas también de
segundo grado, tienen representacion en el plano
cartesiano.

A la ecuacién cuadritica -3x*+6x=0, le

correspondiente la funcién cuadratica y = -3x* + 6x

En la ecuacion cuadratica hay dos valores que
cumplen la igualdad mientras que en la funcion

pueden irse dando muchisimos valores a x vy

resultaran los correspondientes valores para y que
cumplen la igualdad.

Para graficar en el plano cartesiano la funcién,
y=-3x>+6x damos valores que queramos a x,
llamada variable independiente y calculamos los
valores que le van correspondiendo a y, llamada
variable dependiente. Asi:

Six =0, entonces, y = —3(0)2 +6(0) =0+0=0

Six =1, entonces, y = —3(1)2 +6(1) =-3+6=3

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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Si x=2, entonces, y = -3(2)2 +6(2)=-3(4)+6(2)=-12+12=0

Podemos resumir los calculos anteriores en una tabla asi:

X y Puntos del

plano
0 0 (0,0
1 |3 (1,3)

|
N | —
(8]
|
N | —
|
(98]
N w
N—

YA

La funcidén y=-3x*+6x, graficada en el plano cartesiano, es una pardbola y

como el coeficiente del término cuadrdtico es negativo, entonces sus ramas se
abren hacia abajo.

La pardbola corta al eje de las abscisas o eje de las x en los valores 0y 2
2
Entonces tenemos los valores de x: y=-3x"+6x

2, ., 2
;Qué le ocurre a la funcién y =-3x" + 6x, en estos puntos?

Si x=0, entonces, y = —3(0)2 + 6(0) =0
142
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Si x= 2, entonces,
y=-3(2) +6(2)=-3(4)+6(2) =-12+12=0

2
En estos puntos se cumple que: =3x" +6x =0,
Es decir que cuando la funcién toma el valor 0, se tiene la ecuacién que
permite hallar los ceros de la funcién. Despejando la variable x, encuentras

las raices o soluciones, esto es: )
-3x"+6x=0

3x(-x+2)=0
3x=0 por lo tanto * =0
—x+2=0 por lo tanto x = 2

Aplicacion

1. Dadas las ecuaciones siguientes, completa la tabla identificando
sus términos.

Coeficiente . . P
.. Coeficiente Término
., del término .. .
Ecuacion L. del término indepen-
cuadratico . .
lineal (5) diente
(a)
3x*=15x=0
x2=7x+9=0
X2 +6x-8=0
-x*+2x=0

2. Escribe la funcién correspondiente a cada ecuacién

Ecuacion Funcion
3x*=15x=0

x> =Tx+9=0

x> +6x-8=0

-x*+2x=0

3. La base de un tridngulo mide 6 cm mds que la altura y el area es de 20 cm?.
Calcular la base y la altura.

4. El area de un terreno rectangular es 360 m?, y el largo excede al

ancho en dos metros. ;Cuantos metros lineales se necesitan para
cercar el terreno?

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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5. Determina un nimero entero tal que el cuadrado del antecesor de su
doble sea equivalente al cuadrado del nimero aumentado en 5.

Grafica las funciones:

Entendemos por...

Término cada uno de los sumandos que aparecen en
una expresion algebraica.

Coeficiente la constante que multiplica la parte literal
de un término algebraico.

Incégnita cada una de las letras distintas que aparecen
en una ecuacion

Diversion matematica

Diviértete resolviendo este acertijo:

Una ardilla se encuentra en la entrada de su madriguera,
en un arbolde 16 m. de altura. Si desde la copa del arbol
hasta la madriguera hay tres veces la distancia que de
la madriguera al suelo,

a qué altura se encuentra la ardilla?

Dia a dia

Las ecuaciones cuadraticas se aplican en formulas
fisicas relacionadas con el movimiento, por ejemplo, un
proyectil disparado verticalmente hacia arriba, con una
velocidad inicial de 120 pies por segundo y teniendo

en cuenta que la Unica fuerza sobre el proyectil es la
gravedad, se tiene que la altura “h” en pies del proyectil
sobre el suelo después de “t” segundos esta dada por:
h=-16t2 + 120t

(Tomado de Hipertexto 9 Santillana).
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Comprendi la importancia que tienen las fun-
ciones en la vida cotidiana, en el desempefio de
los trabajos y en la vida escolar.

He podido reflexionar sobre la importancia
de interpretar gréaficas de funcién lineal, exis-
tentes en nuestro entorno, y que son conoci-
mientos muy importantes en el diario vivir. Sa-
ber que existen situaciones que relacionan por
ejemplo la cantidad de animales con el consu-
mo de alimento, el crecimiento de las plantas
con el abono que se aplica.

Conectémonos con
Economia

En la naturaleza existen muchos animales que
tienen la capacidad de hacer saltos de gran al-
tura, en proporcion a su tamano.

Por ejemplo, el antilope de Africa meridional
puede saltar 15 veces su propia altura, el can-
guro rojo, que mide 2 metros, saltar hasta los 3
metros de alto, la pulga comun puede saltar has-
ta una altura de 130 veces su tamafio corporal.

Este tipo de saltos se pueden mostrar usando
graficas que suponen una parabola, y se hace
su analisis a partir de las caracteristicas de ese
tipo de graficas.

Una pulga salta una distancia de hasta 200
veces la longitud de su cuerpo se debe a una
estructura como un resorte en su cuerpo. Ima-
genes captadas a alta velocidad ahora revelan
que el secreto radica en la forma en que las
pulgas usan sus patas traseras como palancas
articuladas. Este “efecto palanca” les permite
a las pulgas llevar sus patas al suelo y liberar
repentinamente energia como un resorte hacia
delante y hacia arriba, afirman los cientificos en
la revista Journal of Experimental Biology (Re-
vista de Biologia Experimental).

Identifiqué la relacién de las funciones con
otras ciencias como: Biologia, por ejemplo al
relacionar la estatura y edad de los adolescen-
tes; Fisica, al relacionar la velocidad del sonido
con temperatura.etc.

He aprendido como solucionar ecuaciones
tanto lineales como cuadraticas y aplicalo en la
solucién de problemas.

3

Sutton agregd: “Esto nos muestra cuan poco
sabemos acerca de la capacidad de insectos
muy comunes”.

Y me imagino que todos concordamos con
el doctor Sutton, que no conocemos ni siquiera
una miniscula parte del mundo que nos rodea.
Es impresionante el disefio que se ve hasta en
estos mintsculos animalitos.

http://www.planetacurioso.com/2011/02/11/por-que-las-
pulgas-saltan-tan-alto-y-tan-rapido/

Capitulo 1. Funciones lineal y cuadratica
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